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La prise de décision sous
Incertitude

Prise de décision

— choix entre au moins deux
possibilités d’action, dans la perspective
d’atteindre un but.

Incertitude quant aux consequences d’'un
choix particulier



La prise de décision sous

Incertitude
imperméable pas d'impermeable
AW Wz? DAW wi":?
Pluie : gain fort Soleil : perte faible  Pluie : Perte Forte  Solelil : Gain faible

Réduction de l'incertitude par prise en compte des
iInformations pertinentes pour guider la decision :
- les conséguences possibles des différents choix
- les probabilités d’apparition de ces conséquences,
estimées notamment sur la base des expériences

passees — apprentissage
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Children’s Gambling Task (CGT)

But : gagner le plus

de bonbons possible,

en piochant dans | |
deux paquets de S0
cartes s

100 essais




Children’s Gambling Task

« Paquet désavantageux :
- gain de 2 bonbons

- pertede 0,4,50u6
bonbons

 Paquet avantageux :
- Gain de 1 bonbon
- Perte de 0 ou 1 bonbon

© O
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Les modeles cognitifs formels consistent a :

* Proposer une description formelle du lien entre
stimuli et performances observables d’'un sujet a
une tache

* Formalisation compatible avec ce que I'on sait
des processus theoriquement mis en ceuvre par
I'individu

* Approche analytique : désintrication des
processus mobilisés par l'individu
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E (Val )l,t /EXpIt EXPIT :

ampleur de I'exploration du
E(Val), /Expl;  sujet lors de I'essai considéré
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Preva = o E(VaD Exp,
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Approche par maximum de
vraisemblance

 Vraisemblance d’'un modele :
f(y|6O)

vraisemblance
g
\\



L'approche bayésienne : principe
de base

Distribution a posteriori : f(@ly)] A
t(0]y)

Parametres considérés comme des variables aléatoires,
L o f ()}
distribution a posteriori : (©)

f(y|6)* f(9)
f(O]y) =—2 )
Ou plus simplement : y

1(0]y)oc T(y|0)*1(0)

Distribution Fonction de Distribution
a posteriori vraisemblance  a priori

>0




Exemple

Inférer la probabilité m d'obtenir I'événement « pile » en langant une piece.
On procede a n lancers et on obtient k fois |'événement « pile ».

Fonction de vraisemblance :

k ~ dbin (n,m) f(k|7)=C‘z*Q—=)"*

Distribution a priori :

[Na+p) . L% ]
m ~ dbeta (a,p) f(7|a, p)= 1“(5)1“( ) 1)’

La distribution a posteriori f(m|k) est obtenue (a une constante
multiplicative prés) en effectuant le produit de ces deux équations.



Exemple

f(z]k)
I 2‘5>/( 2.5%
e ! T ; T > T
o0 02 04 06 08 10
0.08 0.66

Interprétation : « la probabilité que m se situe entre .08 et .66 est de 0.95 »



f (7]

Exemple

p(1<0.5)

08

10




Mais comment intégrer cette distribution a
posteriori...?

Pour les distributions les plus communes (normale, beta,
gamma,...), les logiciels offrent des fonctions facilement
utilisables. Ex. sous R : gnorm, gbeta, gqgamma,...

Mais bien souvent, la distribution a posteriori ne
correspond a aucune de ces distributions, ce qui est
notamment fréquent lorsque le modele est multivarié.

Une solution : la simulation MCMC (Monte Carlo Markov
Chain)



Simuler une distribution « classique » a un
parametre : ex. de la fonction runif sous R.

Simuler une distribution « complexe » a un
parametre : algorithme de rejet



f(x)— *2x+3

0.6

Choose z from g(x) [say this point is ™

,{ —
s = e s T Z
= B T : - fixl
a = : e - - gix)
= i -
= o] I_

< I I I I I I I I

-1 0 2 3 4 5 i

. Simuler une valeur z dans g(x). Ex.: on obtient z = 1.

. Calculer R=f(z)/9(z)=f(1)/9(1) R e [0;1] l:SiSJnciC\l/LCIJZG: gleuus ;r?‘;gi‘ebﬁ:;oz”r

. Simuler une valeur m dans dunif(0,1). la distribution f(x).

. Sim>R:rejet de z, z est une valeur peu probable pour la distribution f(x).
Sim <R : acceptation de z, z est une valeur probable pour la distribution f(x).



Simuler une distribution « complexe » a
plusieurs parametres : MCMC
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Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Distribution a posteriori :

f (a,w,c|choix) oc f(choix|a,w,c)* f(a,w,c)

En postulant l'indépendance des distributions a priori :
f (a,w,c|choix) oc f(choix|a,w,c)* f(a)* f(w)* f(c)

- -
~""

ChOiXk'.r_,_l ~ dbern (p1'1-+1)
E(Val), ;/Expl,

— ChOixk,T+1 ~ dbern (eE(val)l,t/Explt _|_eE(VaI)2,t/Eprt)

— etc...



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Choix de distributions a priori non-informatives:
a ~ dbeta (1,1) {—> a~dunif (0,1)
w ~ dbeta (1,1) w ~ dunif (0,1)
(c+b)/10 ~ dbeta (1,1) (c+5)/10 ~ dunif (0,1)

@ +P) s potsp  mpa
f(9|&,ﬂ)—r(a)r(ﬁ) 0" *(1-0)

Intégrer la distribution a posteriori par simulation MCMC...



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chdine de Markov : 1 -
w
0
1234567 8 .. 10000
1 itération
a
0 1234567 8 10000
A itération
5 ]
C
-5 12345678 10000

itération



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chaine de Markov : 1w,
w

0. j = 0. A chaque parametre est

associée une valeur initiale : Wq, Qo, 0 12345678 10000
Itération (j)
Co. 1
a
do
0 12345678 10000
A Itération (j)
5 ]
C
L ] CO
-5 12345678 10000

Itération (j)



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chdine de Markov : 1 i
w

0. j = 0. A chaque parametre est

associée une valeur initiale : Wq, Qo, 0 12345678 10000
Itération (j)
Co. 1
1= j+ a
0 12345678 10000
A Itération (j)
5 -
C
L ]
-5 >

12345678 .10000
Itération (j)



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chdine de Markov : 1 i
w

0. j = 0. A chaque parametre est

associée une valeur initiale : wy, ag,

12345678 .
Itération ()

.. 10000

\ 4

Co. 1
1. j=j+1 .
2. Simulation du parametre w; :
f(WJ'laJ'-L Ci-1. choix) 0
5
C
-5

12345678 .
Itération (j)

.10000

12345678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chaine de Markov : o
w

0. j = 0. A chaque parametre est

associée une valeur initiale : wy, ag,

12345678 .
Itération ()

.. 10000

\ 4

Co. 1
1. j=j+1 .
2. Simulation du parametre w; :
f(WJ'laJ'-L Ci-1. choix) 0
5
C
-5

12345678 .
Itération (j)

.10000

12345678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chaine de Markov : 1]
w

0. j = 0. A chaque parametre est
associée une valeur initiale : wy, a,, 0

Co.
1. j = j+ : jA
a

12345678 .
Itération ()

.. 10000

\ 4

2. Simulation du parametre w;
f(w;la;1, ¢;1, choix)
3. Simulation du paramétre g : 0
f(a;|w;, ¢;1, choix) 5 ]
C
5

12345678 .
Itération (j)

.10000

12345678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chaine de M

0. j = 0. A chaque parametre

arkov : 1 1

W
est

associée une valeur initiale : wy, ag, 0

Co.
1.j=j+1

2. Simulation du parametre w;

f(WJ'laJ'-L C;-1, choix)
3. Simulation du parametre a
f(ajle, Cj—ll ChOiX)

B 0
E
5_

C

A

12 3 4567 8

, y Itération (j)
a

.. 10000

\ 4

12345678 .
Itération (j)

.10000

12345678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

1]

Les étapes de la chaine de Markov :

0. j = 0. A chaque parametre est
associée une valeur initiale : wy, ag,
Co.

1.j=j+1

2. Simulation du parametre w;
f(w;la;1, ¢;1, choix)

3. Simulation du parametre a
f(a;|w;, ¢;1, choix)

4. Simulation du parametre c; :
f(c;lw;, a;, choix)

J .

w

o)

12 3 4567 8

, y Itération (j)
a

o)

.. 10000

\ 4

5_

C

A

12345678 .
Itération (j)

.10000

12345678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

1]

Les étapes de la chaine de Markov :

0. j = 0. A chaque parametre est
associée une valeur initiale : wy, ag,
Co.

1.j=j+1

2. Simulation du parametre w;
f(w;la;1, ¢;1, choix)

3. Simulation du parametre a
f(a;|w;, ¢;1, choix)

4. Simulation du parametre c; :
f(c;lw;, a;, choix)

J .

w

o)

12 3 4567 8

, y Itération (j)
a

o)

.. 10000

\ 4

A

¥

12345678 .
Itération (j)

.10000

-5

12345678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Les étapes de la chaine de Markov :

0. j = 0. A chaque parametre est
associée une valeur initiale : wy, ag,
Co.

1.j=j+1

2. Simulation du parametre w;
f(w;la;1, ¢;1, choix)

3. Simulation du parametre a
f(a;|w;, ¢;1, choix)

4. Simulation du parametre c; :
f(c;lw;, a;, choix)

5. Retour a I'étape 1 (sauf si j=nombre
maximal d'itérations).

J .

1]

w

67 8 .
Itération ()

.. 10000

\ 4

67 8 .
Itération (j)

.. 10000

v

678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

1]

Les étapes de la chaine de Markov :

0. j = 0. A chaque parametre est
associée une valeur initiale : wy, ag,
Co.

1.j=j+1

2. Simulation du parametre w;:
f(w;la;1, ¢;1, choix)

3. Simulation du parametre a
f(a;|w;, ¢;1, choix)

4. Simulation du parametre c;:
f(c;lw;, a;, choix)

5. Retour a I'étape 1 (sauf si j=nombre
maximal d'itérations).

J .

a

C

o)

1

o)

-5

e

12345678 .
Itération ()

.. 10000

\ 4

12345678 .
A Itération (j)

AV

.10000

12345678
Itération (j)

... 10000

v



Estimation bayésienne du modele de la
valence esperée grace a la methode MCMC

wind[10] chains 1.2
05 |-
04 |
W 03 |
0.2 |-
01 |
I ! ! 1 1
1 25 50 75 100
— iteration

Phase de « chauffe »

wind[10] chains 1:3
0.6 |-
W 0.4 |- L
o2y ”{i MW* ‘lphﬁ{fﬁ“u*ﬂmw”um?ha uﬂwwn'hw l‘f PRI 'JJNMM"{ P
0.0 |-

1 1 T : :
1 2500 5000 7500 10000
iteration



Estimation bayésienne du modele de la
valence espéreée grace a la méthode MCMC

wind[10] chains 1.3
0.6 |-

0.4 |

.y LR,
02| | |*' Ju 'mmrm 1,\*“#;141,”.“ ol mn[mw .’\l 1] }.M-{Mﬂ*ﬂﬁﬂp w.ﬂﬁah]r“wh

0.0 [

1 1 1 1 1
1 2500 5000 7500 10000
iteration

wind[10] chains 1:3 sample: 30000

200 [
150 |-
10.0 |-
50 | \
00 [




Estimation bayésienne du modele de la
valence espéreée grace a la méthode MCMC

Evaluer la convergence de l'algorithme vers la
distribution a posteriori :

- inspection visuelle
- R-hat de Gelman Rubin
- autocorrélations
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Estimation bayésienne du modele de la
valence esperée grace a la methode MCMC

wchains 1:3

[
1001 3000 5000

achains 1:3

[
1001

2000 3000 4000 5000
iteration
c chains 1.3
1 1 1 1 1
1001 2000 3000 4000 5000

iteration

150
100
5.0
0.0

3.0
20
10
0.0

30
20
10
0.0

wchains 1:3 sample: 12000

- LA
PN
B ! M,
£ T,
- —r ———
1 1 1 1 1
01 02 03 04 05
achains 1:3 sample: 12000
X T
- iy
- -~ }
R {
1 1 1 1 1
00 025 05 075 10
¢ chains 1:3 sample: 12000
- e,
PN
- -~ Y
- ,
________ "'r'-.‘ \h —_—
1 1 1 1
-05 0.0 05 10




Estimation bayésienne du modele de la
valence espéreée grace a la méthode MCMC

Autocorrélations :

10 |-
05 [

00"

-05 [
-10 [

achains 1:3 ¢ chains 1:3
1.0 |
I 05 |-
- —_ _— ——— — OO e e e - [ ———
-05 |-
-10 |-
1 1
0 0 0 20 40
lag lag
wchains 1:3
10 |-
05 I I
00 |F "= = e =
-0.5 |-
-1.0 |
| | |
0 20 40




Estimation bayésienne du modele de la
valence espéreée grace a la méthode MCMC

a [
1 P
R'hGT . =R — median nit — median
s = | - O7A% s A Tt E7E%
S o= ]! ERE= I AR AT
- i — : AT b
= —_ Y o — .l'l.'l.l.___n' "_, 'y
E || E : ) n Lo r
- g — ',' T |;' ¥ a
— e
E If“ﬁ Gt = e oS § _/
— | | | | = ] | | | |
1000 2000 3000 4000  S000 1000 2000 3000 4000  A000
last iteration in chain last iteration in chain
w
II
i ' — median
5 = Iir‘ --- 97 58%
(] Ly
-
- — I
= |
£ s
N 5\
‘_ W
= u . e —— -
I:! - L -

I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000

last iteration in chain
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Estimation bayésienne du modele de la
valence esperée grace a la methode MCMC

wchains 1:3
1 1 1 1 1
1001 2000 3000 4000 5000
iteration
achains 1.3
|
i | \ ‘l )\ | | ‘ | ]
1 1 1 1 1
1001 2000 3000 4000 5000
iteration
c chains 1.3
1 1 1 1 1
1001 2000 3000 4000 5000

iteration

6.0
4.0
20
0.0

20
15
10
0.5

wchains 1:3 sample: 12000

achains 1:3 sample: 12000

¢ chains 1:3 sample: 12000

-60 -40 -20 0.0 20




Estimation bayésienne du modele de la
valence espérée grace a la méthode MCMC

Autocorrélations :

wchains 1:3 achains 1.3
10 - 10 -
05 |-l 0.5 |- ls
00 P S — 0.0 I |I|h.- S —— -
-05 | -05 |-
-10 B : | -1-0 - ] 1
0 20 40 0 20 40
lag lag
¢ chains 1:3
10 |
05 1.
00 " m s e e
-05 |
-10 |
1 1
0 20 40



Estimation bayésienne du modele de la
valence espeérée grace a la méthode MCMC

Causes possibles de non-convergence :

- Des valeurs initiales trop extrémes
- Trop peu d'itérations
- Distribution a posteriori multimodale

- Plus fondamentalement : modele ma
ajusté au fonctionnement de l'individu
considéré




Perspectives

+ Ajustement du modele
» Comparaison de modeles

+ Des modeles différents pour des
individus différents

* De l'individu vers le groupe : une
agrégation informée des individus



Merci de votre attention |

Lecture :

Lynch, S. M. (2007). Introduction to applied bayesian statistics and
estimation for social scientists. New York: Springer. (PDF en ligne)

Outil :

WINBugs (logiciel gratuit, peut éventuellement etre piloté via R)



