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Motivation

@ Nous nous intéressons a la mesure de force associative entre
deux variables binaires.

@ Les indices d'associations connaissent un vif regain d'intérét
avec le développement du Machine Learning : devant le Big
Data, on cherche des modes d'extraction automatique de
structures associatives.

o Il existe un grand nombre d'indices associatifs (Huynh, 2007,
en recense 36 principaux), la plupart basés sur la notion de
co-fréquence.

o Cela peut étre la couche de base d'analyses plus complexes :

en clusters, en dimensions ou en graphe (lien au Rasch a
expliciter).
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Notations
A/B b b | Somme A/B b b | Somme
a Nap | Nyp ny a Tab | T4p Ta
a N3b | N3 ns a Tib | T35 5
Somme || np | ng N Somme | 7w | T 1

@ La co-fréquence (ou fréquence conjointe) pure par exemple
est calculable comme :

Nap

N

et associée dans le raisonnement statistique a une probabilité
conjointe inconnue 7,p.
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Indices d'association sur données binaires q feep
Indices symétriques

Indices dissymétriques

La corrélation

Indices d'association sur données binaires . el
Indices symétriques

Indices dissymétriques

Le rapport de cote

e Le coefficient ¢ :
NapNzp — N pNap
/NaNznpng

n'est autre que la corrélation de Pearson sur variables
binaires.

¢ =

o Il est lié au x? de contingence par la relation :
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Indices d'association sur données binaires q e
Indices symétriques

Indices dissymétriques

L'indice de Jaccard

@ Le rapport de cote :

. fb|3/f5\a o nab/naE _ Daphnzp

0AB = =
fb|§/f5\§ Nab/Nz5  NabN,p

mesure comment la disproportion b et b est différente selon
qu'on dans le cas a ou 3.

A/B b b | Somme
a Nap | N, N,
a Nzp | Nsg n3
Somme || np | ng N
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Indices d'association sur données binaires . .
Indices symétriques

Indices dissymétriques

Indices dissymétriques

@ L'indice de Jaccard :

Nap
nab + néb + na[_)

jab -

mesure la co-fréquence sur les seuls cas ot au moins A ou B

s'est produit.

A/B b | b || Somme
a Nap | N,p n,
a Nzp | Nsj ns
Somme || np | ng N
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@ Le coefficient ¢, le rapport de cote ou I'indice de Jaccard sont
symétriques : leur valeur reste inchangée si on permute les
symboles a et b.

@ Nous sommes intéressés a trouver des indices de dépendance
dissymétriques, pour rendre compte du fait que dans des
échelles psychologiques, la réussite sur un item peut impliquer
la réussite sur un autre, mais pas nécessairement l'inverse.

@ A la suite de Gras (2008), nous allons appeler indices
d’implication de tels indices.
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Indices d'association sur données binaires . o
Indices symétriques

idhezs dlsyimd s L'analyse statistique implicative

L'indice d"homogénéité de Loevinger Principe

o L'indice de Loevinger (1947) se calcule sur une paire ordonnée
d'items (A est le plus difficile) :
fap — fafy  fa—1f5— fafp 1 f.5

@ Dans le tableau de distribution conjointe :
A/B b | b || Somme

H —

fa - fafb B fa - fafb B faf[, a Tab | T4p T3

mesure |'écart a I'indépendance uniquement dans la case des 3 Tab | Tsg T3
co-fréquences, conformes a |'implication A — B, rapporté a sa
valeur maximale (quand la fréquence f,; des contre-exemples

Somme Tp Th 1

nous attendons 7,; = 0 en cas d'implication parfaite A — B.

est nulle).

@ Propriétés : il est dissymétrique, égal a 0 dans le cas de o Cette exigence ne prend pas en compte la multiplicité des
I'indépendance, et égal a 1 quand il n'y a aucun causes possibles et nous définissons |'implication statistique
contre-exemple a la regle (il peut aussi &tre négatif). comme une relation dissymétrique probabiliste ou les

@ Inconvénient connu : en cas de difficulté égale des items contre-exemples sont rares : m,; < 1.

(fa = fp) et nzp = 0, il peut aussi valoir 1.
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L'analyse statistique implicative L'analyse statistique implicative

Statistique
@ On se donne la statistique v_;, comptage des e Gras (1979) a proposé la statistique centrée-réduite
contre-exemples a |'implication A — B. suivante :

v,p — Nmamg
@ Si les événements sont comptés a partir d'un flux a débit /N7
temporel constant, pendant un intervalle fixe d'observation, on

.- N . . L, Z z . _ n
peut utiliser un modéle Poissonien de comptage espéré i : @ Sur données observées, en estimant 7, et 7 par ¢ et
respectivement, on calcule :

23

1k
J— — T aH nang
P(Vab k) kl e L na[; _ 7Vb
qab nang
@ Dans la cas de l'indépendance, sur un total d'observations fixé N

N, le comptage espéré est y = Nm,7p.
ath @ Si les effectifs attendus sous le modéle sont au moins de 5, on

@ Par les propriétés de la Poisson, la variance de ce comptage peut invoquer |’approximation de la Poisson par la Normale
est égal a la méme valeur. et considérer cette statistique comme distribuée N(0,1).
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L'analyse statistique implicative L'analyse statistique implicative

Un exemple

Description

@ Bernard & Charron (1996) rapportent une expérience sur la Observés (n) Théoriques (n*)
construction du nombre chez I'enfant, dans laquelle deux A/B b | b || Somme A/B b | b | Somme
o!.es eprefuv.es, c0n'5|stent a .cletern?lner une qyantlte par ; 36 | 3 39 ; 17 | » 39
I'intermédiaire d'une fraction qui peut exprimer, soit un
rapport partie-partie (A), soit un rapport partie-tout (B). a 36 | 90 126 a 5 |71 126

Somme || 72 | 93 165 Somme || 72 | 93 165

@ Les réussites et échecs aux deux épreuves sont résumables

ainsi - @ On note que 36/39 (92.3%) des éléves qui réussissent
A/B b1 b I Somme I'épreuve Partie-partie réussissent |'épreuve Partie-tout, alors
que la réussite globale & cette épreuve n'est pas majoritaire
a_ |36|3]) 39 (72/65 soit 43.6%).
a 36 | 90 126 , . : . . .
@ On note que la réciproque n’est pas vraie : parmi les 72 qui
Somme || 72 | 93 165 réussissent |'épreuve Partie-tout, 50% exactement réussissent

["autre.

Yvonnick Noél Analyse implicative et modéle de Rasch Yvonnick Noél Analyse implicative et modéle de Rasch

L'analyse statistique implicative L'analyse statistique implicative

Indice de Loevinger

Statistique Q

o L'indice Q dans le sens A — B donne :
@ L'indice de Loevinger dans le sens A — B donne :

ngp— Ny  3—22

7 3 P = = = —4.05
Hap=1— 22 =1_ =2 = 0863 9ab — /5
naE 22 ab
@ et dans l'autre sens : @ et dans 'autre sens :
Nsp 36 nsp — ni, 36 —55
H =1-—22—-1—-2=0.345 5p = v — = —2.56
B—A ”fsb 55 dab ”Zb \/%

o La réussite a |'épreuve A semble davantage permettre de
prédire la réussite a I'épreuve B que l'inverse.

@ A nouveau, la réussite a |'épreuve A semble davantage
permettre de prédire la réussite a I'épreuve B que l'inverse,
mais la deuxiéme statistique n'est pas négligeable.
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L'analyse statistique implicative

Limites des indices existants

Construction
Lien au modele de Rasch
Un modéle dimensionnel de I'implication Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Attendu 1

@ lls ne sont pas symétriques dans une relation ou I'on attend
des relations d'implication inversée.

@ lls prennent des valeurs maximum dans des cas non
impliquants (Loevinger).

@ lls ne permettent pas de penser les relations d'implication dans
une structure dimensionnelle.

@ lls n'exploitent pas les données disponibles sur la
contraposée : si A — B alors B — A.
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Attendu 2

@ Dans la distribution conditionnelle de a :
A/B b b Somme

a Tab  T,p Ta
a Tib  Tsp 5
Somme Tp Th 1

nous attendons une cote favorable sur b (0p, > 1) si
I'implication statistique A — B existe :

7Tab/7Ta _ Tab

ﬂ-a[_)/ﬂ—a B 7Tal_)

Opla =
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Construction
Lien au modéle de Rasch
Un modéle dimensionnel de I'implication Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Statistique d'implication

@ Dans la distribution conditionnelle sur b :
A/B b b Somme

=] Tab T 4p Ta
a Tib  Tsh 5
Somme m, 7 1

nous attendons une cote favorable sur a (o055 > 1) si
I'implication statistique B — A existe :
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@ Au final, les deux attendus sont réunis dans la statistique
produit (indice « iota ») :

Mab  T3p _ TabT3p

LA—B = Opla X O3p = X =
| T.5  Tab 2.

a a ab

@ Propriétés :
o il varie entre 0 et +oo (implication parfaite, 7,5 = 0).
e Dans ce dernier cas, l'indice i est infini (discussion plus loin).
o Il vaut 1 en situation d'incertitude totale (7., = 7,; et

T35 = Tap)-
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Variante

Construction
Lien au modele de Rasch
Un modéle dimensionnel de I'implication Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

@ Pour des raisons qui vont apparaitre par la suite, nous
considérons la version log-transformée :

TapT s
In LAsB — In 3—2ab
==
ab

=Inmap + Inmsp — 2Inmg

@ Sous cette nouvelle forme, I'indice varie de —oco a +o00, avec la
valeur 0 en situation d'incertitude.

@ Sur données observées, en estimant les probabilités inconnues
par les fréequences empiriques, on a :

Iniamsg = Innyp +Inngg —2Inn,g
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Construction
Lien au modéle de Rasch
Un modéle dimensionnel de I'implication Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Notion d'échelle implicative

Exemple

@ Sur notre exemple :

Observés (n)
A/B b | b | Somme
a 36 | 3 39
a 36 | 90 126

Somme || 72 | 93 165

on obtient :

Iniamsg =Inny, 4+ Inngg —2Inn,; =In36 4190 — 2In3 = 5.886
Inipsa =1Inny, +Inngg —2Innz, =In36 4+ 190 — 2In36 = 0.916
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Construction
Lien au modéle de Rasch
Un modéle dimensionnel de I'implication Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Probabilités de succés dans le Rasch

@ Nous nous intéressons dans cette partie au cas ot un ensemble
d'items peut légitimement &tre considéré comme une échelle
implicative.

@ Le succés a un item difficile implique le succés a un item plus
facile, a condition qu'ils relévent bien de la méme
compétence.

@ Si 3 items de niveaux de difficulté trés différents appartiennent
a la méme échelle implicative, alors le succés sur le plus
difficile implique le succés sur les deux autres, mais plus
probablement sur le plus facile.
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@ Pour tout item X; d'une échelle de Rasch, de difficulté ¢;, les
probabilités de succés et d'échec sont données par :

o _exp(f0 —9))
P(X = 1/6) = 1+ exp(f — 9))
P(X; = 06) = ———

~ 1+4exp( —6))

@ Les probabilités conjointes, supposant I'indépendance
conditionnelle, sont :

X1/ X2 1 0
_ exp(0—01) exp(0—52) _ exp(0—01)
1 1 = [1—|—expp(6—611)][1—|Fiexp(02—62)] 710 = [1—|—exp(0—62)][1+lexp(0—62)]
0 exp(6—d2 1

701 = [TFexp(0—0y)[[Itexp(0—02)] 700 = [Ttexp(0—oy1)][I+exp(0—02)]
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Cote conditionnelles et implication Implication inverse
@ Selon ce modeéle, les cotes conditionnelles pour I'implication et @ Dans l'autre sens, on a :

sa contraposée sont données par : 11
01 = — =exp(d—4)

11 701

= — =exp(d -0
o1. T10 xp( 2) N oo 1

0. = = ——
700 1 701 exp(& — (52)

(o4} = _—
' s exp(f — o v .
10 p( 1) et I'indice tg,,R, inverse est :

et |'indice ¢ devient : 1
LRy—R; = 0.1 X 0p, = exp(d2 — d1) = —
LR —R, = O1. X 09 = exp(61 — 02) L
@ Autrement dit :
@ Autrement dit :

Intg, R, = 01 — 02 Intp,r, = —(01 — 62) = —InLr R,
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Notion de distance implicative Echelonnement multidimensionnel de Rasch

@ Dans le cas Rasch, I'implication statistique augmente avec la

: @ Stratégie : on calcule les |In i| pour toutes les paires d'items, et
distance latente.

on lance un MDS sur ces « distances supposées ».

@ Sur 3 items ordonnés X1, X, et X3, dans le cas parfait, on a

@ Si on a une vraie échelle de Rasch, les points items devraient
(additivité des distances) : (63 — d1) = (03 — d2) + (02 — d1).

apparaitre approximativement alignés.

@ Sur les indices |In i| observés, en valeurs absolues, on devrait
pouvoir retrouver une additivité approximative sur les
distances inter-items dj; qui s’en déduisent :

@ Les coordonnées en projection sur ces directions d'alignement
devraient estimer les vraies difficultés.

@ 1) . 20 @ Si on a plusieurs échelles de Rasch indépendantes, chaque
di3’ ~ dp,’ + d; sous-ensemble devrait avoir son alignement propre.
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Un modéle dimensionnel de I'implication

Une échelle de Rasch
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Un modéle dimensionnel de I'implication

Précision des estimations lota

Construction
Lien au modéle de Rasch
Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Implication plane
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Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Précision des estimations CML (eRm)

Estimation CML
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Difficultés estimées
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Construction
Lien au modéle de Rasch
Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Concordance des estimations CML et lota

Estimation iota
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Un modéle dimensionnel de I'implication

Temps de calcul
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Un modéle dimensionnel de I'implication

Construction
Lien au modéle de Rasch
Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Concordance des estimations CML et lota

e Temps de calcul :

e Implication lota : 0.02 seconde.

e CML : 17 secondes.
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Concordance des estimations CML et lota

Implication plane
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Concordance des estimations CML et lota
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Un modéle dimensionnel de I'implication
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Construction
Lien au modele de Rasch
Jeux de données réelles (Sciences, TACIT)

Analyse de tests de sciences

Analyse d'items TACIT

Implication plane Implication plane
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Conclusions Conclusions

Association, implication, causalité

@ On recommande souvent aux étudiants de ne pas confondre
association (ou corrélation) et causalité.

@ On a raison... mais on peut aussi étudier statistiquement les

relations de dépendance dissymétriques (implication). Merci de votre attention (yvonnick.noel@univ-rennes2.fr)

@ L'implication statistique doit cependant étre distinguée de la
causalité simple : I'implication peut étre inscrite dans un
réseau de dépendances plus complexe (médiations causales).

@ L'analyse distancielle sur indices lota peut étre un outil pour
explorer graphiquement ces dépendances en réseau.
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